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1Kapitel 1
Einleitung
Die Verbindung zwischen den physikalischen Größen der Umwelt und der Infor-
mationsverarbeitung mittels elektronischer Geräte wird durch Sensoren hergestellt.
Die Auswertung der Sensordaten erfolgt heutzutage digital unter Zuhilfenahme von
Rechnern.
In der Industrie ﬁndet die Prüfung der Dichtigkeit diverser Geräte und Bauteile wie
Kühlschränke, Gas- und Flüssigkeitsbehälter und Spezialteile häuﬁgen Einsatz.
Eine der Vorgehensweisen zur Prüfung von Drucksystemen auf Leckagen besteht
darin, dem Prüﬂing einen deﬁnierten Prüfdruck aufzuprägen, der im leckagefreien
Fall und unter Vernachlässigung von Temperaturänderungen konstant bleibt. Weist
der Prüﬂing eine Leckage auf, so kann das aufgeprägte Fluid entweichen und der
Druck sinkt. Zur Messung dieses Druckabfalls werden meist Diﬀerenzdrucksensoren
eingesetzt. Diese verfügen über zwei Anschlüsse zur Druckaufprägung und messen
die Diﬀerenz der beiden eingeprägten Drücke. Einer der beiden Anschlüsse des Dif-
ferenzdrucksensors wird ebenfalls mit dem Prüfdruck, der dem Prüﬂing zu Beginn
der Messung eingeprägt wird, beaufschlagt und bleibt konstant, während der andere
Anschluss mit dem Druck des Prüﬂings beaufschlagt wird. Die Messung des Druck-
abfalls im Prüﬂing erfolgt somit durch die Messung der Diﬀerenz zwischen dem ein-
geprägten Prüfdruck und dem abfallenden Druck des Prüﬂings. Geringe Leckagen
sind mit einem Druckabfall verbunden, der um Größenordnungen geringer als der
eingeprägte Prüfdruck ist. Deshalb wird der zu verwendende Diﬀerenzdrucksensor
so ausgelegt, dass der geringe Druckabfall in der Größenordnung des Messbereichs
liegt. Eine versehentliche Fehlbedienung, bei der der Sensor beispielsweise mit dem
eingeprägten Prüfdruck gegen Atmosphärendruck beaufschlagt wird, kann je nach
Bauart zur Zerstörung des Diﬀerenzdrucksensors führen. Dieses Problem tritt bei
einem Relativ- bzw. Absolutdrucksensor nicht auf, da dieser mindestens für den
einzuprägenden Prüfdruck ausgelegt sein sollte.
Die Verwendung eines Relativ- bzw. Absolutdrucksensors für die Leckageprüfung
setzt voraus, dass der geringe Druckabfall, der durch die Leckage hervorgerufen
wird, von dem Sensor aufgelöst werden kann. Soll eine üblicherweise kurze Messzeit
eingehalten werden, so liegt die Auﬂösung des Drucks für Leckageratemessungen, wie
in Kapitel 3 beschrieben, im Bereich von 1Pa. Diese Druckauﬂösung entspricht bei
einemMessbereich von 0− 1MPa Diﬀerenzdruck gegen Atmosphäre einer Aufteilung
des Messbereichs in 106 Stufen.
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Dadurch motiviert ist die Untersuchung von Druckmessverfahren, deren Auﬂösever-
mögen eine Aussage über Leckagen der genannten Größenordnung erlaubt, Gegen-
stand dieser Arbeit. Dabei gilt das Ziel, mit einem Sensor-Prototyp eine relative
Auﬂösung des Drucks in der Größenordnung von 10−6 zu erreichen. Die absolute
Genauigkeit des Prototyps ist dabei zweitrangig. Ferner liegt der Messbereich des
Sensor-Prototyps bei 0 − 1MPa Diﬀerenzdruck gegen Atmosphäre. Eine weitere
Anforderung ist die kostengünstige Realisierung. Ein solch hochauﬂösender Sensor
bietet sich für Dichtheitsprüfungen an, bei denen eine geringe Druckänderung in kur-
zer Zeit zu detektieren ist und überall dort, wo eine entsprechend hohe Auﬂösung
des Drucks nötig ist.
Die Realisierung einer solchen Auﬂösung fordert zum einen, dass der Sensor so-
wohl elektrisch als auch mechanisch hinreichend stabil ist und zum anderen, die
Darstellbarkeit des elektrischen Ausgangssignals. Die Darstellung des Messsignals
kann bei der angestrebten Auﬂösung lediglich digital erfolgen, was bedeutet, dass
der Sensor eine Digitalisierung des Messwerts vorzunehmen hat.
Die diversen Messverfahren zur Druckbestimmung, deren Vergleich und Wertung
sind Teil des Kapitels 2. Sowohl die Deﬁnition der Leckagerate als auch ein Überblick
der Messverfahren wird in Kapitel 3 gegeben. Das mechanische und elektrische Kon-
zept wird in Kapitel 4 beschrieben, wobei die genauere Analyse des mechanischen
Teils in Kapitel 5 und die des elektrischen Teils in Kapitel 6 erfolgt. Abschließend
wird der Aufbau im Kapitel 7 dargestellt und das Verhalten des Sensor-Prototyps
und dessen Funktionalität mit Hilfe von Messergebnissen in Kapitel 8 nachgewiesen.
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Druckmessung
Eine der wichtigsten Zustandsgrößen von Fluiden ist neben Temperatur und Vo-
lumen der Druck [1]. Zur Messung der Zustandsgröße Druck sind in der Literatur
diverse Verfahren zu ﬁnden [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]. Dabei können die Messverfahren
in zwei Kategorien unterteilt werden. In der einen Kategorie wird die Messgröße
Druck durch unmittelbar bzw. direkt messende Verfahren erfasst, während sie in
der anderen Kategorie durch mittelbar bzw. indirekt messende Verfahren erfasst
wird. Die meisten Drucksensoren basieren auf einem indirekt messenden Verfahren,
wobei dann die Messgröße Druck über eine weitere physikalische Größe, wie z.B.
mechanische Dehnung oder Wegänderung, bestimmt wird.
2.1 Druck
Betrachtet man ein geschlossenes System, welches mit einem Fluid gefüllt ist, so sind
dessen Moleküle fortwährend in Bewegung (T > 0K). Die sich bewegenden Moleküle
stoßen an die umgebende Wand des Systems, was zu einer Impulsübertragung führt
und letztlich in einer Kraft auf die Wand resultiert. Die physikalische Größe Druck
beschreibt diese resultierende Kraft auf das umgebende Gefäß. Der Druck p ist
deﬁniert als eine Kraft F , die senkrecht auf eine Fläche A wirkt [2, 3, 4]. Diese





Praktisch kann nur ein mittlerer Druck aufgrund der Wirkung einer Gesamtkraft F





Dieser Deﬁnition und dem Système International d’unités (SI) entsprechend, lautet
die Einheit des Drucks [1 N
m2
= 1Pa]. In der Technik ist die Einheit [1 bar = 105Pa]
gebräuchlicher, auf die hier im weiteren Verlauf verzichtet wird, da sie nicht den
SI-Einheiten angehört.
Bei der Messung eines Drucks sind grundsätzlich zwei Messarten zu unterscheiden.
Abhängig von der Funktionsweise des verwendeten Drucksensors ist entweder eine
Absolutdruckmessung und/oder eine Diﬀerenzdruckmessung möglich. Dabei ist der
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gemessene Druck allgemein durch pmess = p − p0 beschrieben. Bei einer Absolut-
druckmessung gilt p0 = 0, also Vakuum. Im Gegensatz dazu kann im Fall der Diﬀe-
renzdruckmessung p0 einen beliebigen Wert annahmen, wobei der spezielle Fall mit
p0 = patm, also Atmosphärendruck, häuﬁgen Einsatz ﬁndet. Nachfolgend werden al-
le Druckwerte als Diﬀerenzdruck gegen Atmosphäre angegeben, es sei denn, dass es
gesondert gekennzeichnet ist. Dabei wird der Druck der Atmosphäre vereinfacht zu
patm ≈ 100 kPa gesetzt.
2.2 Messverfahren zur Druckbestimmung
Unterschiedlichste Anforderungen bei der Druckmessung erfordern eine entsprechen-
de Messtechnik, die wiederum mit unterschiedlichen Wirkungsprinzipien realisiert
werden kann. Der Messbereich von Drucksensoren kann sich von wenigen Pascal bis
zu einigen Hundert Mega Pascal erstrecken, wobei entscheidende Kriterien für die
Auswahl z.B. die geforderte Auﬂösung, die Genauigkeit oder der Temperaturbereich
sind.
Für eine Messung des Luftdrucks beispielsweise in einem Fahrzeugreifen sind die
Anforderungen üblicherweise nicht hoch, weshalb dieser problemlos mit einem me-
chanischen Manometer erfasst werden kann. In den meisten Fällen wird auf eine
Protokollierung des Reifenluftdrucks kein Wert gelegt. Anders sieht es in einem
technischen Fertigungsprozess oder im Laborbetrieb aus. Hier werden unter Um-
ständen hohe Anforderungen an die Auﬂösung und Genauigkeit des Drucksensors
gestellt und eventuell wird auch eine Protokollierung der Messwerte benötigt. Die
geforderte Genauigkeit könnte mit einem mechanischen Manometer erreicht werden,
allerdings ist die Auﬂösung durch die Ablesegenauigkeit des Messinstruments und
somit von der ablesenden Person bestimmt. Der zu messende Druck kann meist nur
vor Ort erfasst und von Hand protokolliert werden.
Heutzutage besteht ein gewisses Interesse daran, die Messwerte aufgrund von Qua-
litätskontrollen automatisch zu protokollieren und eventuell zur Steuerung und Re-
gelung eines Prozesses weiterzunutzen. Da dies nur elektronisch sinnvoll lösbar ist,
wird auf mechanische Manometer nicht weiter eingegangen.
Elektronische Manometer werden in die beiden Kategorien der unmittelbar messen-
den und der mittelbar messenden Sensoren unterteilt. Unmittelbar messende Senso-
ren erfassen eine Veränderung der Eigenschaften des Sensorelements, welche durch
den einwirkenden Druck hervorgerufen wird. Sensoren, die mittelbar einen Druck
messen, weisen zunächst eine Umformung des Drucks in eine andere physikalische
Größe wie z.B. eine Dehnung oder Wegänderung auf, die von einem Sensorelement
erfasst wird [2, 3, 4].
Nachfolgend wird eine Auswahl der Mechanismen bzw. Eigenschaften von Sensorele-
menten aufgezeigt, die eine Druckabhängigkeit aufweisen. Wie diese Druckabhängig-
keit auszuwerten ist, wird hier lediglich verkürzt dargestellt, da meist verschiedene
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Möglichkeiten zur Auswertung einer entsprechenden Eigenschaft des Sensorelements
bestehen.
2.2.1 Unmittelbar messende Sensoren
Sensoren, die der Kategorie der unmittelbar messenden Manometer angehören, kön-
nen mit nachfolgenden Sensorelementen realisiert werden [3, 4].
Schwingquarz [3] Ein Quarzkristall kann durch ein elektrisches Wechselfeld zu
Schwingungen mit der Eigenfrequenz angeregt werden. Die Eigen- bzw. Resonanz-
frequenz ist dabei von der Geometrie des Quarzes abhängig. Durch die Aufprägung
eines Drucks, der den Quarzkristall umgibt, wird das Kristallgefüge verändert, was
in einer Verschiebung der Resonanzfrequenz des Schwingquarzes resultiert.
Widerstands-Druckaufnehmer (Widerstandsmanometer) [2, 4, 8] Das Wir-
kungsprinzip beruht auf der Änderung des elektrischen Widerstands von Metal-
len unter der Aufprägung von allseitigem Druck. Viele Metalle weisen einen ne-
gativen Druckkoeﬃzienten auf. Einen vergleichsweise hohen und positiven Druck-
koeﬃzienten weisen Manganin-Legierungen auf. Zusätzlich ist der Temperaturkoef-
ﬁzient von Manganin niedrig, was es für die Druckmessung interessant macht. Der
Druckkoeﬃzient liegt im Bereich von 1...3 · 10−11 1
Pa
. Da der Druckkoeﬃzient sehr
niedrig ist, wird das Prinzip des Widerstandsmanometers in Druckbereichen ober-
halb von 100MPa Diﬀerenzdruck gegen Atmosphäre eingesetzt.
Druckempfindliche Halbleiter-Bauelemente [2] Halbleiter-Bauelemente wie bei-
spielsweise Transistoren (Pitrans) oder Tunneldioden können für den Gebrauch als
Sensorelemente eingesetzt werden. Das Gefüge der Sperrschichten in Halbleiter-
Bauelementen wird durch Aufprägung eines Drucks verändert, was zu einer Än-
derung des Stromﬂusses führt. Eine weitere Möglichkeit stellen Photowiderstände
dar. Wenn Sie beleuchtete werden, führt die Einwirkung eines Drucks zu einer Ver-
änderung des elektrischen Widerstands.
Oberflächenwellenfilter (OFW-Filter) Sowohl die Erzeugung als auch die Auf-
nahme von akustischen Oberﬂächenwellen (OFW) kann mit OFW-Filtern realisiert
werden. Die Basis für den Aufbau eines OFW-Filters bilden piezoelektrische Mate-
rialien, da sie, wie das Beispiel des Schwingquarzes zeigt, durch ein elektrisches Feld
verformt werden.
Ein OFW-Filter besteht aus zwei Kämmen, die auf einem piezoelektrischen Ma-
terial aufgebracht sind. Dabei werden die Kämme so angeordnet, dass die Zinken
ineinandergreifen. Der geometrische Aufbau dieser planaren Elektrodenstruktur be-
stimmt die Mittenfrequenz des Filters. Ein das Filter umgebender Druck verändert
die Dämpfung desselben und führt somit zu einer druckabhängigen Übertragungs-
funktion im Frequenzbereich [9].
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2.2.2 Mittelbar messende Sensoren
Eine häuﬁgere Anwendung ﬁnden die mittelbar messenden Sensoren, da das Sensor-
element bei diesen Sensortypen nicht mit dem beteiligten Fluid in Verbindung
kommt. Sie lassen sich durch nachfolgende Sensorelemente [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8] reali-
sieren.
Sensoren mit Dehnungsmessstreifen (DMS) [2, 3, 4] Ein DMS ist eine auf Folie
aufgebrachte mäanderförmige Anordnung eines metallischen Widerstandsdrahts, die
in Dünn- oder Dickschichtausführung gefertigt werden. Eine Dehnung bzw. Stau-
chung des DMS führt zu einer Widerstandserhöhung bzw. -verringerung, die vor-
zugsweise mit einer Wheatstoneschen-Messbrücke (Vollbrücke) ausgewertet wird.
Die DMS können zur Messung beispielsweise durch Kleben, Löten oder Aufdampfen
auf das Messobjekt aufgebracht werden und erfahren somit idealerweise dieselben
Verformungen wie das Messobjekt.
Piezoresistive Sensoren [2, 3, 6] Sensoren, die nach dem piezoresistiven Prin-
zip arbeiten, weisen als Sensorelement ebenfalls einen DMS auf. Hier besteht der
DMS allerdings aus einem Halbleitermaterial wie z.B. Silizium. Neben dem ande-
ren Material liegt der Unterschied zum metallischen DMS in der wesentlich höheren
Empﬁndlichkeit. Sie ist um einen Faktor 50-80 höher als im metallischen Fall [10, 11].
Schwingquarz [3] Der direkte Kontakt von Messmedium und Schwingquarz ist zu
vermeiden, da der Quarzkristall durch chemische Vorgänge mit dem Messmedium
negativ beeinﬂusst werden kann. Erreicht wird dies dadurch, dass der Quarzkristall
durch einen Biegebalken oder eine Platte verformt wird. Dadurch wird eine Ver-
schiebung der auszuwertenden Schwingfrequenz erreicht. Dämpfungseﬀekte und die
Absorption von Molekülen an der Oberﬂäche des Quarzes können durch ein evaku-
iertes Gehäuse vermieden werden.
Piezoelektrische Sensoren [2, 4, 8] Durch Aufprägen einer Kraft auf einen Piezo-
kristall entstehen Verschiebungen im Kristallgefüge, was zu messbaren Ladungsver-
schiebungen führt. Die Erfassung dieser Ladungen erfolgt beispielsweise mit Hilfe
von Ladungsverstärkern. Aufgrund von endlichen Isolationswiderständen und Ein-
gangsströmen der Verstärker sind keine statischen Druckmessungen mit piezoelek-
trischen Sensoren möglich.
Oberflächenwellenfilter (OFW-Filter) Wird ein OFW-Filter auf dem Basismate-
rial verformt, so ändern sich dessen Filtereigenschaften. Eine spezielle geometrische
Anordnung der Elektroden erlaubt die Beeinﬂussung der Übertragungsfunktion im
Frequenzbereich. Die mechanische Verformung des Filters ändert die Übertragungs-
funktion, was durch die Messung derselben ausgewertet werden kann. Zudem be-
steht die Möglichkeit, ein OFW-Filter als frequenzbestimmendes Element in einem
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Schwingkreis einzusetzen. Diese Möglichkeiten wurden in [9] untersucht. Der Oszil-
lator wies zwar eine relative Frequenzstabilität von ca. 8·10−8 auf, die aber aufgrund
der Empﬁndlichkeit im Bereich 0 . . . 1MPa Diﬀerenzdruck gegen Atmosphäre in ei-
ner relativen Auﬂösung von 2,4 · 10−5 resultierte.
Optische Verfahren Die Änderung des Brechungsverhaltens von Lichtleitern und
das Interferenzverhalten von Licht können als Verfahren zur Druckmessung einge-
setzt werden. Sensorelemente, die das Prinzip des Fabry-Pérot-Interferometers ver-
wenden [12, 13], werten die durch Interferenz entstandene Lichtintensität aus. Eine
Interferenz wird durch halbdurchlässige Spiegel, die ihren Abstand zueinander va-
riieren können, realisiert. Die zwei notwendigen halbdurchlässigen Spiegel können
in einer Einmoden-Faser integriert werden. Durch eine vorgespannte Lichtleitfaser
und eine anschließende druckabhängige Entspannung der Faser wird in [14] eine
Druckmessung realisiert. Eine weitere Möglichkeit wird in [7, 15] aufgezeigt. Das
Interferometer wird hier direkt an einem Ende der Lichtleitfaser realisiert, an dem
auch der zu messende Druck eingeprägt wird. Somit entfällt eine spezielle Anord-
nung für die notwendigen Spiegel.
Photoelastische Materialien weisen eine Veränderung des Brechungsindex auf, wenn
sie eine Kraftaufprägung erfahren. Diese Eigenschaft wird in [16], unter Zuhilfe-
nahme von Kompensationen von Leiterverlusten, Lichtquellen- und Kopplungsver-
änderungen und in [17] zur Druckmessung verwendet.
Die Abschattung eines Lichtempfängers, der durch ein moduliertes Signal beleuchtet
wird, ist in [18] zur Wegmessung verwendet worden. Dieses Prinzip stellt ein weiteres
Verfahren zur Messung druckabhängiger Wegänderungen dar.
Resonanzdraht Sensoren [2, 3, 4] Das Sensorelement wird durch einen gespann-
ten Draht gebildet, der durch elektromagnetische Anregung zu Schwingungen in
seiner Resonanzfrequenz gebracht wird. Eine weitere Dehnung bzw. eine Entspan-
nung des Drahts führt zur Verschiebung der Resonanzfrequenz desselbigen. Die Mes-
sung der Resonanzfrequenz erlaubt eine Aussage über die mechanische Spannung im
Draht und somit über den zu messenden Druck.
Induktive Sensoren [2, 3, 4, 8] Für die Erfassung eines druckabhängigen Verfor-
mungswegs kann ein induktives Sensorelement verwendet werden. Zwei Prinzipien
kommen hierbei zum Einsatz. Zum einen verändert ein magnetisierbarer Körper
durch örtliche Verschiebung den Induktivitätswert einer Spule und zum anderen
verändert ein magnetisierbarer Körper die Kopplung zwischen der Primär- und der
Sekundärspule eines Transformators. In vielen Fällen wird das induktive Sensorele-
ment als Diﬀerential-Sensor aufgebaut. Dies bedeutet, dass im Fall von veränder-
lichen Induktivitäten eine gegensinnige Veränderung der Induktivitätswerte durch
eine Wegänderung bewirkt wird, während im Fall des Transformators, die Kopplung
zwischen der Primär- und zwei Sekundärspulen gegensinnig verändert wird. Die Aus-
wertung der Diﬀerenzinduktivität erfolgt mittels einer Messbrücke in Verbindung
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mit einer vorgegebenen Trägerfrequenz oder auch mittels eines LC-Oszillators, des-
sen Schwingfrequenz von den Induktivitäten abhängt. Transformatorisch arbeitende
Sensorelemente werden beispielsweise durch die Messung der Ausgangsspannungs-
amplitude ausgewertet.
Magnetoelastische Sensoren [4] Ein Transformator, der im unbelasteten Fall
idealerweise keine Kopplung zwischen der Primär- und der Sekundärwicklung auf-
weist, stellt das Sensorelement dar. Zwei Transformatorwicklungen beﬁnden sich
in vier symmetrisch angeordneten Bohrungen eines Messkörpers aus geschichte-
ten Transformatorblechen. Die Primärwicklung wird mit einer Wechselspannung
gespeist. Durch die symmetrische und aufeinander senkrechte Anordnung der Wick-
lungen wird im unbelasteten Fall des Messkörpers keine Spannung in den Sekundär-
wicklungen induziert. Bei Druckbelastung des Messkörpers nimmt die Permeabilität
der Transformatorbleche in Druckrichtung ab, während sie senkrecht zur Druckrich-
tung zunimmt. Dies führt aufgrund der geometrischen Anordnung der Wicklungen
zu einer induzierten Spannung in der Sekundärwicklung, die proportional zur belas-
tenden Kraft ist.
Kapazitive Sensoren [2, 3, 4, 8] Bei diesen Sensorelementen wird die Kapazität
zwischen zwei Elektroden ausgewertet, deren Abstand sich druckabhängig ändert.
Eine einfache und günstige Realisierung besteht darin, eine Platte als druckaufneh-
mendes Element und gleichzeitig als eine Elektrode zu verwenden, während die zwei-
te Elektrode ortsfest in einem gewissen Abstand aufgebaut wird. Wie im Fall der in-
duktiven Sensoren, so ﬁndet auch hier ein diﬀerentiell aufnehmendes Sensorelement
häuﬁgen Einsatz. Die Auswertung der Kapazität erfolgt durch Trägerfrequenz-Mess-
brücken, LC-Oszillatoren, als kapazitives Element in geschalteten Filtern (Switched
Capacitor Filter) oder direkt mittels eines Kapazität zu Digitalwert Umsetzers, der
auch hier aus Vergleichsgründen untersucht wird.
2.2.3 Vergleich und Wertung der Messverfahren
In einigen Fällen ist es nicht erwünscht, dass das druckerzeugende Fluid mit dem
Sensorelement in Kontakt tritt. Abhängig vom Fluid können dadurch die elektri-
schen Eigenschaften nachteilig beeinﬂusst werden, sodass eine Messung mit der
entsprechenden Kombination aus Sensorelement und Fluid nicht möglich ist. Der
Kontakt zwischen dem druckerzeugenden Fluid und dem Sensorelement kann zu-
dem zu einer Verringerung der Lebensdauer des Sensorelements führen. Aus diesen
Gründen wird hier ein indirektes Messverfahren verwendet.
Eine kostengünstige Lösung schließt die Messverfahren, die ein spezielles Basismate-
rial wie z.B. piezoelektrische Materialien für das Sensorelement vorsehen, aus. Eine
Leiterplatten-Lösung ist verglichen mit Verfahren, bei denen die Leiterbahnen bzw.
Elektroden auf ein Substrat aufzubringen sind, mit weniger Aufwand verbunden und
somit kostengünstiger.
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Mittels optischer Sensoren ist es möglich, eine hohe Messempﬁndlichkeit zu errei-
chen. Im Falle von Interferenz-Verfahren können sehr kleine Wegänderungen im nm-
Bereich detektiert werden. Allerdings werden für die Realisierung von Interferenz-
verfahren meist teure Spiegel und Prismen verwendet, was gegen die Verwendung
eines solchen Sensorelements spricht.
In induktiven Sensorelementen wird ein magnetisierbarer Werkstoﬀ, meist ein Fer-
ritkern, eingesetzt, welcher die Streuung des Magnetfeldes reduziert. Der Einsatz
eines Ferritkerns weist allerdings zwei Nachteile auf. Den ersten Nachteil stellen die
magnetisierbaren Domänen (Weisssche Bezirke) eines Ferritkerns dar, in denen eine
homogene Magnetisierung auftritt. Sie bilden eine gewisse Körnung im Ferritkern,
die zwangsläuﬁg zu einer Beschränkung des Auﬂösevermögens eines induktiven Sen-
sors führt [19]. Der zweite Nachteil ist die notwendige Magnetisierungsenergie. Die
Magnetisierung, also Ausrichtung der Weissschen Bezirke bzw. Verschiebung der
Blochwände, bedarf einer gewissen Energie, was mit einer Dämpfung gleichzuset-
zen ist. Eine Dämpfung muss mit entsprechender elektrischer Energie kompensiert
werden, was zu höherem Energieverbrauch und erhöhtem Rauschen führt. Ein in-
duktives Sensorelement, das keinen magnetisierbaren Körper verwendet und ledig-
lich als Luftspule realisiert ist, wird in [20] vorgestellt. Da das magnetische Feld
ein quellenfreies Feld ist, haben etwaige Veränderungen in der näheren Umgebung
einen Einﬂuss auf den magnetischen Feldverlauf und somit auf die Induktivität. Eine
magnetische Abschirmung ist sinnvoll nur mit ferromagnetischen Materialien (z.B.
Mu-Metall) möglich und bei Weitem nicht so gut wie beim elektrischen Pendant,
dem Kondensator, realisierbar.
Die Realisierung eines Sensorelements durch eine Kapazität führt bei Einsatz von di-
bzw. ferroelektrischen Werkstoﬀen zu ähnlichen Eﬀekten wie bei induktiven Sensor-
elementen. Die beschriebenen Probleme treten bei einem luftgefüllten Kondensator,
abgesehen von Streufeldern, nicht auf. Aufgrund der guten elektrischen Leitfähigkeit
von Metallen ist eine elektrische Abschirmung und somit ein Schutz vor elektrischen
Störfeldern relativ einfach realisierbar. Mit Hilfe von Schirmelektroden und entspre-
chender elektronischer Steuerung ist es möglich elektrische Streufelder zu minimieren
[21, 22].
Sensorelemente, die auf piezoresistiven DMS basieren, weisen eine ca. 50-80 fach
höhere Empﬁndlichkeit als metallische DMS auf. Allerdings erlauben piezoresistive
DMS nur eine um den Faktor 10 kleinere maximale Dehnung und weisen einen
um den Faktor 10 höheren Temperaturkoeﬃzienten als metallische DMS auf. Die
Widerstandsänderung von piezoelektrischen DMS, bezogen auf die Dehnung, ist
zudem nichtlinear [10, 11].
Die Empﬁndlichkeit von kapazitiven Sensorelementen ist höher als die von resistiven
Sensorelementen [5]. Der im Anhang A vereinfachte Vergleich der Empﬁndlichkei-
ten von resistiven/piezoresistiven und kapazitiven Sensorelementen zeigt dies auf
und spricht für den Einsatz eines kapazitiven Messverfahrens. Die nichtlineare Bezie-
hung, die je nach Ausführung eines kapazitiven Sensors auftritt, stellt kein Problem
10 KAPITEL 2 DRUCKMESSUNG
dar. Zum einen zeigt die Arbeit [23], dass eine Linearisierung der Druckkurve eines
kapazitiven Sensors durch eine geeignete Wahl der Elektrodenform oder auch durch
den Einsatz eines dritten Kondensators realisiert werden kann. Zum anderen ist es
keine Schwierigkeit eine bekannte nichtlineare Beziehung zwischen Kapazität und
Druck mittels eines Digitalrechners von einer Größe in die andere zu überführen.
Die Funktionalität der aufgezeigten Messverfahren wird durch die entsprechenden
Arbeiten bestätigt. Die erreichbare Auﬂösung der Drucksensoren wird dabei aller-
dings nicht betrachtet. In den meisten Fällen erzeugen die Sensoren eine druckab-
hängige Spannung, deren Auﬂösung letztlich durch das Spannungsrauschen bzw.
den eingesetzten Analog-Digital-Umsetzer (ADU) beschränkt ist. Heute erreichbare
Werte mit ADUn liegen in der Größenordnung von < 20Bit, was > 10−6 entspricht.





Leckage- bzw. Dichtheitsprüfungen ﬁnden in der Industrie häuﬁgen Einsatz. Ei-
ne Dichtheitsprüfung ist nicht nur in Vakuumanlagen aller Art, sondern auch für
industrielle Fertigungsprodukte wie Kühlschränke, diverse Gas- und Flüssigkeits-
behälter und Spezialteile wie gasgefüllte Schalter oder Relais notwendig. Ein Leck
wird beispielsweise durch eine Pore in einer Behälterwand, einen Haarriss oder einen
durchgehenden Kratzer an einer Verbindungsstelle (Flansch) verursacht.
3.1 Leckagerate
Weist ein Gasbehälter einen Innendruck, der sich vom Außendruck unterscheidet,
und ein Leck auf, so wird eine gewisse Leckagerate zum Druckausgleich führen.
Zusätzlich zu den von Diﬀusionsvorgängen verursachten Leckagen, sind speziell in
der Vakuumtechnik Desorptionseﬀekt, die eine scheinbare Leckage darstellen, zu be-
rücksichtigen [24, 25]. Bei einer während des Messvorgangs konstanten Temperatur
T = const. und einem konstanten Volumen V = const. des Prüfobjekts wird die




qL(p, T ) = V · dp
dt
.
Die hieraus resultierende Einheit der Lackagerate lautet [qL] = Pam3 s−1 [24, 25].
Diese Einheit ist eine Leistungsangabe, die bei einem bestimmten Leck eine Angabe
über die nötige Leistung zur Aufrechterhaltung des Drucks bzw. Vakuums in einem
pneumatischen System erlaubt.
Eine äquivalente Aussage kann durch den Volumenstrom qV erfolgen. Mit der An-
nahme einer konstanten Temperatur T = const., ist der Volumenstrom mit der
allgemeine Gasgleichung p ·V = m ·Rs ·T mit der speziﬁschen Gaskonstante Rs, der
Gasmasse m und der Beziehung m = ρ · V mit der Gasdichte ρ durch
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bestimmt [1, 24, 26]. Der Volumenstrom wird meist auf das Normvolumen eines
idealen Gases bei Normtemperatur Tn = 273,15K und Normdruck pn = 101,325 kPa






qL(p, T ) (3.2)
mit der daraus folgenden Einheit [qV] = m3 s−1 bzw. der Einheit [qV] = Nmlmin−1
(Normmilliliter pro Minute), die in der Technik üblich ist.
Abhängig von dem Messverfahren, mit dem die Leckagerate bestimmt wird, ist es
möglich, diese zum Vergleich in eine Leckagerate umzurechnen, die mit einem an-
deren Verfahren ermittelt wurde. Hierbei sind die unterschiedlichen Testﬂuide mit
entsprechender dynamischer Viskosität bzw. molarer Masse und die Größenordnung
der Leckagerate, die eine Aussage zur Strömungsart erlaubt (laminare/molekulare
Strömung, Gaspermeation), zu berücksichtigen. Darüber hinaus sind die Messbe-
dingungen wie Temperatur und Druck im und außerhalb des Prüﬂings zu beachten
[24, 25].
Als Beispiel für die Größenordnung einer Leckagerate wird ein Autoreifen betrachtet
(195/65 R 15). Der Reifen weist ein Volumen von ca. 40 · 10−3m3 und einen Druck-
abfall von 2,2 ·105Pa auf 2,0 ·105Pa Diﬀerenzdruck gegen Atmosphäre in 6 Monaten
bei Normtemperatur auf. Hieraus resultiert eine Leckagerate von 5,14·10−5Pam3 s−1
bzw. 5,07 ·10−4Nml s−1. Diese Leckagerate bedeutet bezogen auf das Reifenvolumen
einen Druckabfall von 1,29 · 10−3Pa s−1.
3.2 Messverfahren
Leckagen können auf unterschiedliche Weisen ermittelt werden. Hierbei wird zwi-
schen einer reinen Leckageerkennung und einer Leckageortung unterschieden. Der
erste Fall, der reinen Leckageerkennung, ﬁndet Einsatz bei der Ausschusserkennung
in der Massenproduktion. Die Leckageortung hingegen ist bei der Produktion gerin-
ger Stückzahlen interessant, bei der die Möglichkeit besteht, die Leckage eines Pro-
dukts durch eine Instandsetzung zu beheben. Im Fall der reinen Leckageerkennung,
kann die Leckagerate am einfachsten durch eine Druckanstieg- bzw. Druckabfall-
Messung bestimmt werden. Beispielhaft wird nachfolgend die Druckabfall-Messung
mit einem Relativ- und einem Diﬀerenzdrucksensor aufgezeigt und verglichen.
Abbildung 3.1 zeigt den schematischen Aufbau einer Leckage-Messung mittels
eines Relativdrucksensors. Als Realtivdrucksensor wird hier ein Drucksensor be-
zeichnet, der eine Druckdiﬀerenz gegen Atmosphäre misst. Das Zuﬂussventil ist auf
Durchﬂuss geschaltet und erlaubt den Prüﬂing mittels des Druckreglers mit Luft bis
zu einem gewünschten Prüfdruck zu befüllen. Nach abgeschlossener Befüllung wird
das Zuﬂussventil gesperrt und nach einer folgenden Stabilisierungsphase kann der
zeitliche Druckverlauf im Prüﬂing gemessen werden (Abbildung 3.2). Der Relativ-














Abbildung 3.2: Druckabfall-Messung mittels eines Relativdrucksensors
Zum Vergleich ist in Abbildung 3.3 die Leckageratemessung mittels eines Diﬀe-
renzdrucksensors schematisch dargestellt. Die auf Durchﬂuss geschalteten Zuﬂuss-








Abbildung 3.3: Befüllung eines Prüﬂings zur Druckabfall-Messung mittels eines
Diﬀerenzdrucksensors
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mit Luft. Der Druckregler gewährleistet dabei den gewünschten Prüfdruck. Auch
hier werden die Zuﬂussventile nach erfolgter Befüllung geschlossen und nach einer
Stabilisierungsphase erfolgt die Messung des zeitlichen Druckverlaufs (Abbildung
3.4). Der wesentliche Unterschied zum zuvor beschriebenen Verfahren liegt im ver-
wendeten Drucksensor. Zusätzlich zum Druck des Prüﬂings (Testseite), wird hier
dem Diﬀerenzdrucksensor der Prüfdruck (Referenzseite) eingeprägt, der im Idealfall









Abbildung 3.4: Druckabfall-Messung mittels eines Diﬀerenzdrucksensors
Beide Verfahren messen nach dem aufgezeigten Schema und bei konstanter Tem-
peratur einen Druckabfall. Bleibt die Temperatur während des Messvorgangs nicht
konstant, so kann fälschlicherweise eine zu hohe Leckagerate bei sinkender Tempe-
ratur oder gar ein falsches Vorzeichen der Leckagerate, wenn die Temperatur steigt,
gemessen werden. Grundsätzlich erlauben diese Schemata mit entsprechender Mo-
diﬁkation auch eine Druckanstiegsmessung, auf die nicht weiter eingegangen wird.
In den dargestellten Messschemata ist der Diﬀerenzdrucksensor in der Regel emp-
ﬁndlicher als der Relativdrucksensor, da dieser lediglich für einen bestimmten Dif-
ferenzdruck ausgelegt wird, der deutlich geringer sein kann, als der Prüfdruck. Wo-
hingegen der Relativdrucksensor mindestens für den Prüfdruck ausgelegt sein sollte.
Somit ist das Schema mit Diﬀerenzdrucksensor prinzipiell besser für eine Lecka-
geratenessung geeignet. Nachteilig ist jedoch, dass der Bauteilaufwand höher ist,
der Diﬀerenzdrucksensor teurer ist und durch eine Falschbedienung zerstört werden
kann. Da die während der Messung auftretenden Druckänderungen um Größenord-
nungen geringer sind als der maximale Prüfdruck, für den der Relativdrucksensor
im ersten Messschema ausgelegt ist, muss dieser eine entsprechend hohe Auﬂösung
aufweisen.
3.2 MESSVERFAHREN 15
Marktübliche Auﬂösungen liegen im Fall von Diﬀerenzdrucksensoren bei ca. 1 Pa
und im Fall von Relativdrucksensoren bei ca. 10 Pa. Eine Auﬂösung von 1Pa er-
laubt bei einem Prüﬂingsvolumen von 100 ·10−6m3 die Erkennung einer Leckagerate
von 10−4 Pam3 s−1 bzw. 5,9 · 10−2Nmlmin−1. Für das Beispiel des Autoreifens mit
dem Volumen von 40 · 10−3m3 bedeutet die Auﬂösung von 1Pa, dass bei konstan-
ter Temperatur ca. 13min lang gemessen werden muss, um einen Druckabfall zu
detektieren.
Weitere Messverfahren, wie beispielsweise der Blasentest (Bubble-Test) oder Ver-
fahren, die Testgase wie beispielweise Helium einsetzen, bedeuten, dass der Prüﬂing
einem Testﬂuid ausgesetzt wird, das zusätzliche Kosten und Aufwand verursacht.
Der Blasentest ermöglicht zum einen die Messung einer ähnlichen Leckagerate wie
die dargestellten Verfahren und zum anderen die Bestimmung des Leckageortes. Ist
eine geringere Leckagerate als 10−4 Pam3 s−1 zu detektieren, so sind Messverfahren
mit Testgasen zu verwenden, die ebenfalls eine Lokalisierung der Leckage erlauben.




In Bereichen der industriellen Automatisierung, in denen eine Prozessregelung oder
eine Messwertprotokollierung stattﬁnden soll, werden elektrische Sensoren zur Be-
stimmung von physikalischen Größen wie Temperatur, Massenﬂuss oder Druck ein-
gesetzt. Die zu messende physikalische Größe wird durch einen entsprechenden Sen-
sor in eine elektrische Größe umgesetzt. Bei der Ausgabe der elektrischen Größe ist
zwischen analogen, also wert- und zeitkontinuierlichen oder digitalen, also wert- und
zeitdiskreten Ausgangsgrößen zu unterscheiden. Eine moderne Prozessregelung kann
sowohl digital als auch analog arbeitende Regler und somit auch Sensoren, die ana-
loge bzw. digitale Messsignale erzeugen, beinhalten. Im Gegensatz dazu sind reine
Datenverarbeitungsgeräte, wie sie beispielsweise zur Protokollierung von Messwer-
ten verwendet werden, auf digitalisierte Messgrößen angewiesen.
Die Aufgabe, eine nichtelektrische Größe in eine irgendwie geartete elektrische Größe
umzusetzen, kann unterschiedlich gelöst werden. Abhängig von der Art der elektri-
schen Ausgangsgröße des Sensors sind zusätzliche Zwischenschritte notwendig. Die



























Abbildung 4.1: Messkette einer Messeinrichtung
Ein Sensor ist in einer Messeinrichtung zunächst nur bedingt aussagekräftig. Eine
Signalaufbereitung, die die elektrische Größe in ein irgendwie geartetes elektrisches
Signal umsetzt, ist nötig. Das elektrische Signal kann im einfachsten Fall direkt
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durch eine skalierte Anzeige dargestellt werden oder durch eine weitere Verarbei-
tungseinheit (z.B. Mikroprozessor) in die gewünschte elektrische Größe überführt
werden. Eine derartige Messkette wird durch einen intelligenten Sensor realisiert,
der unter Umständen auch zusätzlich externe Störeinﬂüsse (z.B. Temperatur) kom-
pensieren kann. An einen solchen intelligenten Sensor werden diverse Anforderungen
gestellt. Hierzu gehören z.B. die Zuverlässigkeit, Störsicherheit, Genauigkeit, Tem-
peraturbereich und Langzeitstabilität. Ferner sieht die Entwicklung eine ständige























Abbildung 4.2: Messkette des vorgestellten Sensors
Der in dieser Arbeit vorgestellte intelligente Sensor weist die in Abbildung 4.2
gezeigte Messkette auf, die nachfolgend, getrennt in mechanischen und elektrischen
Aufbau, betrachtet wird.
4.1 Mechanisches Konzept
Der Sensor erfasst die physikalische Größe Druck als Diﬀerenzdruck gegen Atmo-
sphäre. Dies geschieht mittels einer elastischen Platte, die das Primärelement des
Sensors darstellt. Die Platte wird mit dem zu messenden Druck beaufschlagt, woraus
eine Verformung resultiert. Die Verformung der Platte wird mit Hilfe eines Konden-
sators, der das Sensorelement darstellt, erfasst. Dies bedeutet, dass die Messgröße
Druck durch die Verformung der Platte in eine Wegänderung überführt wird, deren
Bestimmung wiederum durch eine Weg- bzw. Abstandsmessung erfolgt.
Die Basis für den mechanischen Aufbau 1 des Sensors zeigt Abbildung 4.3. Der
dargestellte Diﬀerentialkondensator wird durch zwei ortsfeste Leiterplatten und ei-
ne sich zwischen den Leiterplatten beﬁndende bewegliche Masseelektrode realisiert.
Die Bewegung der Elektrode zwischen den Leiterplatten gibt den Verformungsweg
des Mittelpunkts der Platte wieder. Die Verformung wird durch einen Stab an die
Elektrode übertragen. Der Stab wird mechanisch durch zwei Führungsmembranen
gegen seitliches Verschieben stabilisiert1. Diese Konstruktion weist zwei Vorteile auf.
Zum einen wird durch Vorspannen der zwei Führungsmembranen der Stab an die
Platte gedrückt, was statisch gewährleistet, dass der Weg der beweglichen Elektro-
de dem Verformungsweg des Mittelpunkts der Platte entspricht. Zum anderen ist
1Ergebnis eines persönlichen Gesprächs mit Prof. Dr.-Ing. Mathias Uhle















Abbildung 4.3: Schematischer Aufbau des Sensors (Aufbau 1)
hierdurch eine reibfreie Führung des Stabs gewährleistet. Weist ein Übertragungs-
system Reibung auf, so tritt zwangsläuﬁg der Stick-Slip-Eﬀekt auf, der wiederum
für eine Hysterese in der Messung verantwortlich ist [27, 28]. Die Ausprägung einer
Hysterese beschränkt das Auﬂösevermögen des Sensors, was kontraproduktiv für die
Aufgabenstellung und deshalb zu vermeiden ist.
Eine zweite Variante des Sensoraufbaus zeigt Abbildung 4.4. Hier wird lediglich
ein Kondensator realisiert, der direkt die Verformung der druckaufnehmenden Platte
erfasst. Diese Konstruktion weist einen geringeren Bauteilaufwand als der Aufbau 1





Abbildung 4.4: Schematischer Aufbau des Sensors (Aufbau 2)
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4.2 Elektrisches Konzept
Die Erfassung des Verformungswegs der Platte erfolgt kapazitiv. Im Falle des Auf-
baus 1 ist hierzu ein Diﬀerentialkondensator realisiert. Dabei wird ein Kondensator
durch die Elektrode der oberen Leiterplatte und der beweglichen Masseelektrode
gebildet und der Zweite durch die Elektrode der unteren Leiterplatte und der be-
weglichen Masseelektrode. Während die eine Kapazität durch Wegänderung der be-
weglichen Masseelektrode größer wird, nimmt die andere Kapazität ab. Auftretende
Temperaturänderungen führen zu thermischen Ausdehnungen der Elektroden und
Verschiebungen des Arbeitspunkts der Schaltung. Da sich eine Temperaturänderung
auf beide Elektroden und somit auch auf beide Schaltungen auswirkt, heben sich
diese Eﬀekte in erster Näherung auf.
Im Falle des Aufbaus 2 wird lediglich ein Kondensator, der durch die Elektrode der
Leiterplatte und der druckaufnehmenden Platte gebildet wird, ausgewertet. Die Ver-
formung der Platte erfolgt, wie in Kapitel 5.2 gezeigt ist, nicht ebenﬂächig, was mit
einer geringeren Empﬁndlichkeit des Aufbaus 2 im Vergleich zum Aufbau 1 verbun-
den ist. Der Temperatureinﬂuss auf die elektrische Schaltung macht sich in diesem
Aufbau voll bemerkbar und muss bei länger andauernden Messungen > 15min,
bei denen sich die Temperatur um einige Kelvin ändert, anderweitig kompensiert
werden.
Sowohl im Aufbau 1 als auch im Aufbau 2 werden die Kapazitäten als frequenz-
bestimmende Glieder in LC-Oszillatoren eingesetzt. Die Änderung der Oszillator-
Frequenzen, die durch Verformung der druckaufnehmenden Platte bestimmt sind,
werden mit einem Zähler erfasst. Aus den Frequenzen wird über einen mathemati-
schen Zusammenhang auf den zu messenden Druck geschlossen.
In einem zweiten Konzept wird ein Kapazität-Digital-Umsetzer (CDU) zur Erfas-
sung der Plattenverformung eingesetzt. Hierzu bleibt der konstruktive mechanische
Aufbau erhalten. Es werden lediglich die Kapazitäten sowohl im Aufbau 1, als auch
im Aufbau 2 direkt mittels eines CDUs bestimmt. Der konstruktive Aufbau der
Elektroden unterscheidet sich von dem des ersten Konzepts, was in Kapitel 6.5.2
näher betrachtet wird. Der CDU basiert auf einem Delta-Sigma-Umsetzer, der üb-
licherweise zur hochauﬂösenden A/D-Umsetzung verwendet wird. Das Prinzip des





Neben der elektrischen Auswertung ist die mechanische Konstruktion eine der beiden
tragenden Säulen eines funktionsfähigen Sensors. Der konstruktive Aufbau ist Inhalt
des Kapitels 5.1, in dem zwei Varianten aufgezeigt werden, die sich in der Funktio-
nalität und Lagerung der druckaufnehmenden Platte unterscheiden. Die druckauf-
nehmende elastische Platte stellt das Primärelement des Sensors dar und überführt
den zu messenden Druck in eine Verformung. Deren analytische Beschreibung er-
folgt in Kapitel 5.2, wobei zwischen kleinen und großen Durchbiegungen der Platte
unterschieden wird. Aufgrund der hier angestrebten hohen Auﬂösung sind Tempe-
raturänderungen nicht zu vernachlässigen und werden in Kapitel 5.3 aufgezeigt.
5.1 Sensor-Aufbau
Der konstruktive Aufbau des Sensors ist in zwei Varianten realisiert. Die erste Vari-
ante, der Aufbau 1, ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Sie beinhaltet einen Diﬀeren-
tialkondensator, der von zwei Messelektroden und einer dazwischen angeordneten,
beweglichen Masseelektrode gebildet wird und sich im Mittelteil des Sensors beﬁn-
det. Die bewegliche Masseelektrode erfährt über einen Gewindestab dieselbe Wegän-
derung, die auch der Mittelpunkt der druckaufnehmenden Platte durch Druckbean-
spruchung erfährt. Die Stabilisierung des Gewindestabs erfolgt wie bereits in Kapitel
4.1 beschrieben mit Hilfe von zwei Führungsmembranen, die wesentlich dünner als
die druckaufnehmende Platte sind. Diese gewährleisten durch Vorspannen, dass der
Verformungsweg des Plattenmittelpunkts reibfrei auf den Gewindestab übertragen
wird. Der aus Anschaulichkeitsgründen höher dargestellte Distanzring stellt einen
vorgegebenen Abstand der beiden Messelektroden 1 und 2 sicher, die durch zwei
Schraubringe aneinander gedrückt werden. Die Einstellung des „Nullpunkts“, an
dem die Masseelektrode gerade keinen Kontakt mehr mit der Elektrode 2 aufweist,






























Abbildung 5.1: Schnittdarstellung des Sensoraufbaus 1
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Die Lagerung der druckaufnehmenden Platte ist als Ausschnitt der Schnittdarstel-
lung des Aufbaus 1 in Abbildung 5.2 dargestellt. Sie erfolgt durch Klemmung
mittels zweier 2,5mm breiten und 0,2mm hohen Klemmringe, die durch Abdrehen
der entsprechenden Werkstücke hergestellt wurden. Sie sind zur Verdeutlichung in
Abbildung 5.2 höher als in der ursprünglichen Form, die in Abbildung 5.1 gezeigt
ist, dargestellt. Mit dieser Wahl der Lagerung wird zum einen das Totvolumen des
Sensors gering gehalten und zum anderen eine deﬁnierte Klemmﬂäche der Platte er-
reicht. Die Dichtigkeit der Anordnung gewährleistet ein O-Ring, der in einer außen
an den unteren Klemmring anliegenden Nut eingelassen ist und von der druckauf-














Abbildung 5.2: Ausschnitt aus der Schnittdarstellung des Sensoraufbaus 1
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Ein wesentlich einfacherer Aufbau ist in Abbildung 5.3 dargestellt. Der Aufbau 2
beinhaltet lediglich einen Kondensator. Dieser prinzipielle Unterschied zum Aufbau
1 reduziert den mechanischen Aufwand erheblich. Grund hierfür ist die direkte Ver-
wendung der druckaufnehmenden Platte als Masseelektrode, welche die im Aufbau
1 äquivalente, bewegliche Masseelektrode ersetzt. Äquivalent zum Aufbau 1 wird
die Dichtigkeit des Aufbaus 2 gewährleistet. Ein weiterer Unterschied liegt in der
Klemmung der Platte. Diese erfolgt wie im Aufbau 1 mittels einer Andrückplatte,
die hier aber zusätzlich die Messelektrode und einen Distanzring beinhaltet. Dabei











Abbildung 5.3: Schnittdarstellung des Sensoraufbaus 2
Sowohl der Aufbau 1 als auch der Aufbau 2 weisen aus Abschirmgründen einen
Deckel auf. Dieser ist hier mit einer Öﬀnung versehen, die eine Wegmessung der
Plattenverformung zur Kontrolle der Messergebnisse erlaubt. Im Aufbau 1 liegt
die untere Führungsmembran auf der Andrückplatte auf, die mit dem Mittelteil
verschraubt wird und die druckaufnehmende Platte klemmt. Dem daraus resultie-
renden, eingeschlossenen Luftvolumen muss eine Möglichkeit zum Druckausgleich
gegeben werden, da es sonst als eine Luftfeder wirkt und die Messung nachteilig
beeinﬂusst. Aus diesem Grund verfügen beide Aufbauten in der Andrückplatte und
im Aufbau 2 zudem die Messelektrode über eine Druckausgleichsöﬀnung.
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5.2 Druckaufnehmende Platte
Die Verformung der druckaufnehmenden Platte wird mit Hilfe der Plattentheorie
beschrieben. Als Platte wird ein Flächentragwerk bezeichnet, dessen Mittelﬂäche
eine Biegeverformung erfährt [29]. Die zu dieser Verformung notwendigen Kräfte
wirken dabei vorrangig senkrecht zur Mittelﬂäche der Platte. Im Gegensatz hierzu
steht die Scheibe, bei der die Kräfte vorrangig waagerecht zur Mittelﬂäche wirken
und lediglich zu Verzerrungen derselben führen. Bei großen Verformungen des be-
trachteten Flächentragwerks ist eine strikte Trennung von Platte und Scheibe nicht
mehr korrekt und ist entsprechend kombiniert anzusetzen. Voraussetzungen für die
nachfolgenden Betrachtungen der Plattentheorie sind gegeben durch [29, 30]:
Für Platten gilt generell die Dünne-Hypothese h≪ Min(∀ li). Die Plattenhöhe h ist
wesentlich kleiner als alle weiteren geometrischen Abmessungen li der Platte. Für
den Fall einer Kreisplatte, wie sie hier Verwendung ﬁndet, muss somit die Bedingung
h≪ 2R, also die Plattenhöhe wesentlich kleiner als der Plattendurchmesser, erfüllt
sein. Gilt ferner für die Plattenhöhe h < 0,2R, so ist eine schubstarre Modellierung
der Platte zulässig, was hier erfüllt ist. Zudem weist die Platte einen homogenen
und isotropen Werkstoﬀ auf, dessen elastische Verformung dem verallgemeinerten
Hookeschen Gesetz Folge leistet. Die hier betrachtete Platte wird durch Druck eines
Fluids belastet. Wobei von einer gleichmäßigen Flächenlast ausgegangen und eine









Abbildung 5.4: Kreisplatte in Zylinderkoordinaten
Die in Abbildung 5.4 dargestellte Kreisplatte zeigt die zur Beschreibung der Plat-
tenverformung notwendigen Größen und Koordinaten auf. Unter Bezug auf diese Ab-
bildung wird die Plattenverformung bei konstanter Flächenlast p(r, ϕ) = const. = p
betrachtet. Es wird dabei in eine Verformung mit kleiner Durchbiegung w bezogen
auf die Plattenhöhe h, mit w
h
< 0,2 und in eine Verformung mit großer Durchbie-
gung mit 0,2 < w
h
< 5 unterschieden. Zur Bestimmung der Verformung sind die
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Gleichgewichtsbedingungen an einem diﬀerentiell kleinen Plattenelement aufzustel-
len. Abhängig von der Stärke der Durchbiegung sind die Gleichgewichtsbedingungen,
die zur Diﬀerentialgleichung der Plattenverformung führen, am unverformten bzw.
verformten Plattenelement anzusetzen, was hier nicht näher betrachtet und der Lite-
ratur entnommen wird [29, 30, 31]. Das in Abbildung 5.5 dargestellte diﬀerentielle
Plattenelement der Größe dr-rdϕ-h dient zur Verdeutlichung der auftretenden Kräf-






















Abbildung 5.5: Schnittgrößen einer Platte in Zylinderkoordinaten
5.2.1 Verformung mit kleiner Durchbiegung
Außer den bereits genannten Voraussetzungen, werden bei der Betrachtung klei-
ner Verformungen weitere Annahmen getroﬀen. Aufgrund der geringen Verformung
treten lediglich kleine Verzerrungen in der Mittelﬂäche der Platte auf, die vernach-
lässigt werden. Dies erlaubt die Betrachtung der Gleichgewichtsbedingungen am un-
verformten diﬀerentiellen Element. Es treten lediglich Belastungen senkrecht (nor-
mal) zur Mittelﬂäche der Platte und Biegemomentbelastungen auf. Dies lässt die
Entkopplung von der Scheibentheorie zu, die nur Kräfte betrachtet, die parallel zur
Mittelﬂäche wirken. Unter den gegebenen Annahmen und Verwendung der Gleich-
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Die Größe K entspricht dabei der Biegesteiﬁgkeit
K =
E · h3
12 · (1− ν2) . (5.2)
Sie setzt sich zusammen aus den werkstoﬀabhängigen Größen E-Modul E und Quer-
kontraktionszahl (Poisson-Zahl) ν und der Plattenhöhe h. Die Größe p ist der einge-
prägte Druck, der als konstante Flächenlast angesetzt wird. Der in (5.1) verwendete



























































bzw. mit Einführung der dimensionslosen Koordinate ζ = r
R
und Beachtung der
Kettenregel, mit einem beliebigen, allerdings zweckmäßigen Bezugsradius R (hier























Die Lösung der gewöhnlichen Diﬀerentialgleichung (5.4) kann aus der Überlagerung
der homogenen und der partikulären Lösung zu
w(ζ) = wh(ζ) + wp(ζ)
bestimmt werden. Durch vierfache Integration ergibt sich die homogene Lösung zu
wh(ζ) = C1 · ζ2 ln(ζ) + C2 · ζ2 + C3 · ln(ζ) + C4









4 + C1 · ζ2 ln(ζ) + C2 · ζ2 + C3 · ln(ζ) + C4 . (5.5)
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Die Konstanten C1 bis C4 sind durch Betrachtung der Randbedingungen zu bestim-
men. Entscheidend für die Randbedingungen am Radius R ist die Art der Plattenla-
gerung. Dabei werden üblicherweise die zwei idealen Extremfälle, der momentfreien
und der eingespannten Lagerung der Platte betrachtet. Da die technische Reali-
sierung dieser Idealfälle schwierig ist, wird hier eine allgemeinere Lösung, die eine
elastische Einspannung vorsieht, angestrebt. Eine elastische Einspannung der Platte
















mit der Drehfedersteiﬁgkeit cD beschrieben wird [29]. Dabei gleicht eine verschwin-
dende Drehfedersteiﬁgkeit cD = 0 einer momentfreien Lagerung, während eine un-
endliche Drehfedersteiﬁgkeit cD → ∞, mit der Annahme eines endlichen radialen
Moments mrr < ∞, der eingespannten Lagerung entspricht. Somit werden die zwei
idealen Lagerungsfälle durch geeignete Wahl der Drehfedersteiﬁgkeit berücksichtigt.
Am Rand der Platte (ζ = 1) muss die Auslenkung verschwinden, was zu der Bedin-
gung w(1) = 0 führt. Im Mittelpunkt der Platte (ζ = 0) muss die Auslenkung un-
gleich null, aber endlich sein. Zudem darf hier aus Stetigkeitsgründen keine Neigung





= 0 einzuhalten. Unter Berücksichtigung der Randbedingungen ergibt









5 + ν + cD RK




















5 + ν + cD RK




Die Werte von αw können zwischen αw = 1 bei Einspannung (unendliche Drehfeder-
steiﬁgkeit, cD → ∞) und αw = 5 + ν1 + ν bei momentfreier Lagerung (verschwindende
Drehfedersteiﬁgkeit, cD = 0), abhängig von dem realisierten Aufbau und den ge-
wählten Materialien, liegen [9].
Die Verformung der Platte weist nach (5.7) ein Maximum im Mittelpunkt bei ζ = 0
auf, was in Abbildung 5.6, die einen normierten Verlauf der Verformung in Ab-
hängigkeit der einheitenlosen Koordinate ζ und der Drehfedersteiﬁgkeit cD aufzeigt,
dargestellt ist. Die Verformung ist auf wB =
p·R4
64·K , die Auslenkung der Plattenmitte
bei Einspannung der Platte, normiert. Es ist zu erkennen, dass die Neigung der Aus-
lenkung nur bei eingespannter Platte (cD → ∞), wie durch die Randbedingungen
gefordert, am Rand null ist. Wird, wie hier angestrebt, eine Druckmessung über
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eine Wegmessung durchgeführt, so ist diese aufgrund der höchsten Auslenkung in
der Plattenmitte anzuordnen.


















Abbildung 5.6: Normierter Verlauf der Plattenverformung in Abhängigkeit von
ζ, cD
− cD →∞, αw = 1, Einspannung
 cD = 1500N, αw ≈ 1,9, elastische Einspannung
© cD = 0, αw ≈ 4,08, momentfreie Lagerung
Die mechanische Dehnung und Spannung in radialer, sowie tangentialer Richtung
lässt sich aus der ermittelten Verformung bestimmen. Die Maximalwerte treten dabei
an den Oberﬂächen der Platte auf. Die Dehnung und Spannung ist an der unteren
Plattenoberﬂäche (z = h
2
) gegeben durch [9, 29, 30, 31]:










· (1− ν2) (1 + αw − 6ζ2) (5.10)









































(1 + ν)(1 + αw)− 2(1 + 3ν)ζ2
]
(5.13)
Die ermittelten Plattenzustände sind in den Abbildungen 5.7 und 5.8 normiert






· (1 − ν2) und im Fall der Spannungen auf σB = 38 R
2
h2
p (1 + ν) nor-
miert, was der Dehnung bzw. der Spannung in der Plattenmitte bei Einspannung
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der Platte entspricht. In radialer Richtung weisen die Dehnungen und Spannungen
am Rand die höchsten Werte auf, während das Maximum in tangentialer Richtung
in der Plattenmitte liegt. Die Abbildung des Dehnungsverlaufs zeigt, dass bei Ver-
wendung von Dehnungsmessstreifen, diese in der Plattenmitte und möglichst nah
am Plattenrand, mit einer radialen Dehnrichtung, zu platzieren sind [9].
















Abbildung 5.7: Normierte Dehnungen an der Plattenoberﬂäche (z = h
2
) in Ab-
hängigkeit von ζ, cD
− cD →∞, αw = 1, Einspannung
 cD = 1500N, αw ≈ 1,9, elastische Einspannung
© cD = 0, αw ≈ 4,08, momentfreie Lagerung

















Abbildung 5.8: Normierte Spannungen an der Plattenoberﬂäche (z = h
2
) in Ab-
hängigkeit von ζ, cD
− cD →∞, αw = 1, Einspannung
 cD = 1500N, αw ≈ 1,9, elastische Einspannung
© cD = 0, αw ≈ 4,08, momentfreie Lagerung
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Die aufgezeigten Ergebnisse dieses Kapitels haben eine Gültigkeit, die auf den Be-
reich w
h
< 0,2 der Plattenverformung eingeschränkt ist. Für die hier verwendete
Platte gelten die aufgezeigten Beziehungen damit lediglich bis zu einem Diﬀerenz-
druck gegen Atmosphäre von ca. 3,5 · 105Pa. Werden höhere Drücke und damit
verbunden höhere Auslenkungen der Platte erwartet, so ist die Theorie für große
Durchbiegungen anzusetzen, was im Folgenden betrachtet wird. Die Lösung der
Plattendiﬀerentialgleichung (5.1) dieses Kapitels ﬁndet als Lösungsansatz in den
Näherungslösungen zur Beschreibung der großen Durchbiegung Verwendung.
5.2.2 Verformung mit großer Durchbiegung
Treten bei einer Platte große Durchbiegungen im Sinne von 0,2 < w
h
< 5 auf, so
sind geometrisch nichtlineare Terme der kinematischen Gleichungen nicht mehr ver-
nachlässigbar. Die bisher vernachlässigten Scheibenschnittgrößen werden hier mitbe-
trachtet und führen zu einer Kopplung der Platten- und Scheibentheorie. Hierdurch
resultiert eine wesentliche Beeinﬂussung des Gleichgewichtszustands der Platte, der
bei den hier betrachteten großen Durchbiegungen am diﬀerentiellen verformten
Plattenelement betrachtet wird. Die Verschiebung der Mittelﬂäche, die für die Be-
trachtung des Gleichgewichtszustands nötig ist, wird durch die Größe u beschrieben.
Des Weiteren gelten die zuvor getroﬀenen Annahmen.
Zur Beschreibung der Scheibenschnittgrößen (Membranspannungen) wird die soge-
nannte Airysche Spannungsfunktion Φ(r, ϕ) eingeführt. Sie ist über












nϕϕ(r, ϕ) = h · ∂
2Φ(r, ϕ)
∂r2




















mit den Membranspannungen verknüpft [29, 30]. Was aufgrund der Rotationssym-
metrie in









nrϕ(r) = nϕr(r) = 0 (5.16)
übergeht. Die getroﬀenen Annahmen und die Gleichgewichtsbedingungen führen zu



































































dessen Lösung die Plattenverformung beschreibt [29, 30, 32, 33]. Das Diﬀerentialglei-
chungssystem (5.17), (5.18) weist eine Kopplung der Scheibenschnittgrößen durch
die Spannungsfunktion Φ(r) und der Plattengrößen auf. Dies ist ein Unterschied
zum Fall der kleinen Verformungen (5.1). Zudem ist das Diﬀerentialgleichungsys-












nichtlinear. Die Dehnungen und
Spannungen der Platte sind durch:











































































































bestimmt [29, 30, 33]. In der Literatur werden die Platten- und Scheibenanteile
in den Dehnungen und Spannungen häuﬁg getrennt betrachtet, was hier durch die
Indizes B und M für Biege- und Membrananteil angedeutet ist, aber nicht weiter
betrachtet wird.
Eine geschlossene Lösung des Diﬀerentialgleichungssystems (5.17), (5.18) existiert
nicht. Eine Reihenlösung ist in [31, 34] dargestellt und einige unter bestimmten An-
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nahmen erhaltene Näherungslösungen sind in [29, 32, 33, 35] gegeben. Nachfolgend
werden diese Lösungen unter Einbeziehung der eingeführten Drehfedersteiﬁgkeit dar-
gestellt und verglichen.
Reihenansatz
Die in [31, 34] dargestellte Reihenlösung wird hier mit anderen dimensionslosen
Größen und daraus resultierenden anderen Ansätzen betrachtet. Zudem wird die
bereits eingeführte Drehfedersteiﬁgkeit berücksichtigt.
Eine Multiplikation der Gleichungen (5.17), (5.18) mit r gefolgt von einer Integration




































































































eingeführt. Die Auslenkung der Platte verhält sich axialsymmetrisch und muss dem-
nach eine gerade Funktion sein. Die Ableitung nach r bzw. ζ führt zu einer ungeraden
Funktion, weshalb für Θ ein ungerader Funktionsansatz gewählt wird. Der Ansatz





= 0 erfüllen, woraus ersichtlich
ist, dass der Ansatz keinen konstanten Anteil enthalten darf. Die Spannungsfunkti-











Der Unterschied zu [31, 34] liegt in der Ortskoordinate ζ und daraus resultierend
auch in den Lösungsansätzen.
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2k + A0 . (5.29)
Die Randbedingungen des Kapitels 5.2.1 gelten nach wie vor, womit sich die Kon-








































2k−2, Sϕϕ(ζ) = 2H
∞∑
k=1
k (2k − 1)Bk ζ2k−2 . (5.33)
Somit geht das betrachtete Diﬀerentialgleichungssystem unter Einbeziehung der ein-





























über. Zur vollständigen Lösung des Diﬀerentialgleichungssystems sind die Konstan-
ten Ak, Bk der Reihenansätze zu bestimmen. Da die Erfüllung des Gleichungssystems
für beliebige ζ ∈ [0 . . . 1] gegeben sein muss, sind die jeweiligen Potenzen von ζ auf
der linken und rechten Seite der Gleichungen zu betrachten. Nach Anhang B.2 erhält












k (k − 1)H2 ·
k−1∑
m=1
mAk−mBm für k > 2 (5.37)
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Bk = − 116H
1
k2 (k − 1) ·
k−1∑
m=1
Ak−mAm für k > 1 . (5.38)
Die Konstanten A1 und B1, von denen die gesamte Lösung abhängt, sind über
die Randbedingungen zu bestimmen. Zu den bisher betrachteten Randbedingungen
kommt eine weitere hinzu. Diese betriﬀt die Verschiebung der Mittelﬂäche, beschrie-
ben durch die Größe u. Am Ort der Lagerung (r = R bzw. ζ = 1) kann aufgrund




= 0. Die Verschiebung u ist bei angenommener
Rotationssymmetrie gegeben durch:




Mit z = 0 und den normierten Membranspannungen (5.27) folgt aus (5.20):



























= 0 , (5.42)
womit für die Konstanten Bk
∞∑
k=1
k (2k − 1− ν)Bk = 0 (5.43)
erfüllt sein muss. Die zweite Randbedingung ist aufgrund der elastischen Einspan-















































(2 k − 1 + ν)Ak ζ2k−2




2k − 1 + ν + cDR
K
)
Ak = 0 . (5.44)
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Da für die Konstanten Ak, Bk ein rekursiver Zusammenhang besteht, ist eine expli-
zite analytische Bestimmung von A1 und B1 nicht möglich. Somit bietet sich zur
Bestimmung der Konstanten nur eine numerische Lösung der Bedingungen (5.43,
5.44) an, was mittels des Newton-Verfahrens [36, 37], hier zweidimensional, gelöst
wurde. Aus Gründen der numerischen Genauigkeit ist die Bedingung (5.44) bei hoher










Ak = 0 (5.45)
anzuwenden. Für die numerische Lösung und Darstellung der Ergebnisse sind nur
begrenzte Reihenglieder betrachtet worden. Bei kmax > 10 Reihengliedern werden
die Bedingungen analytisch sehr umfangreich und es ist sinnvoller, statt der nötigen
Funktionsableitung im Newton-Verfahren, den entsprechenden Diﬀerenzenquotien-
ten der Funktion zu nutzen. Für die Erstellung der Abbildung 5.9 ist mit einem
Diﬀerenzdruck gegen Atmosphäre von p = 0Pa begonnen worden und als Anfangs-
werte für das Newton-Verfahren sehr kleine Werte A1 = 10−6, B1 = 10−6 gewählt
worden. Für höhere Drücke sind jeweils die zuletzt bestimmten Konstanten A1, B1
als Anfangswerte gewählt worden.
Näherungsansatz
Die Lösung des dargestellten Reihenansatzes ist nur numerisch bestimmbar und
lässt die wesentlichen Abhängigkeiten der Verformung nicht erkennen. Aus diesem
Grund wird nachfolgend eine Näherungslösung aufgezeigt. Von den diversen Nä-
herungsmethoden, die zur Bestimmung von Näherungslösungen nichtlinearer Dif-
ferentialgleichungen dienen, wird hier die Methode der gewichteten Residuen bzw.
Fehlerorthogonalisierungsmethode, speziell das Galerkin-Verfahren [29, 37], ange-
wendet.
Die Idee der gewichteten Residuen besteht darin, mit Hilfe von Ansatzfunktionen,
die die Randbedingungen erfüllen, eine Näherungslösung für das entsprechende Dif-
ferentialgleichungssystem zu bestimmen. Da die Ansatzfunktionen im Allgemeinen
nicht der richtigen Lösung entsprechen, führt das Einsetzen des Ansatzes in das Dif-
ferentialgleichungssystem zu einer Fehlerfunktion bzw. einem Residuum ǫ. Die dann
noch unbestimmten Konstanten können nach folgender Minimierungsvorschrift in
dem betreﬀenden Gebiet Ω bestimmt werden:ˆ
Ω
ǫWi dΩ = 0 , i = 1, 2, . . . , N . (5.46)
Mittels der Gewichtungsfunktionen Wi und der Minimierungsvorschrift sind die un-
bekannten Konstanten zu bestimmen. Das Galerkin-Verfahren sieht vor, die Ansatz-
funktionen als Gewichtungsfunktionen zu verwenden.
Der Näherungsansatz basiert auf dem Ergebnis des linearen Ansatzes. Zur Lösung
des Diﬀerentialgleichungssystems (5.17), (5.18), wird die in Kapitel 5.2.1 erhaltene











mit einer zu bestimmenden Auslenkung w0 in Plattenmitte, als Ansatz für die Verfor-
mung gewählt. Die Verwendung dieses Ansatzes in (5.18) und vierfache Integration
nach ζ führt zu der folgenden Gleichung für die Airysche Spannungsfunktion Φ(ζ):


























ζ2 + C3 ln(ζ) .
(5.48)
Die Konstanten C1 bis C3 sind durch die bereits im Reihenansatz betrachteten Rand-
bedingungen zu bestimmen. Unter Beachtung der Randbedingungen ergibt sich die
Lösung der Spannungsfunktion nach Anhang B.3.1 zu






















Mit der Ansatzfunktion (5.47) und der damit erhaltenen Spannungsfunktion Φ, ist
es möglich, die noch verbleibende Konstante w0 mit Hilfe der Fehlerorthogonali-
sierung (5.46) zu bestimmen [29, 33]. Das Gebiet des Diﬀerentialgleichungssystems
ist durch die Fläche der Platte begrenzt. Als Gewichtungsfunktion wird nach dem
Galerkin-Verfahren die Ansatzfunktion verwendet, womit sich das Residuum aus der
Diﬀerantialgleichung (5.17) mit der einheitenlosen Koordinate ζ zu














20 ζ8 − 40 (1 + αw) ζ6 + 30 (1 + αw)2 ζ4
− 6 (1 + αw)3 ζ2 + (3− ν)(1 + αw
2)− 2αw (1 + ν)
1− ν
(
1 + αw − 4 ζ2
))
(5.50)
ergibt. Resultierend ist aus der Gleichung der Fehlerorthogonalisierung
ˆ
A





ǫ(ζ) · w(ζ) · ζ dϕ dζ = 0 (5.51)
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die Konstante w0 zu bestimmen. Durch Integration erhält man die nachfolgende
Gleichung















1− αw + 3αw2
)
+(7− ν)(1 + 14αw2 + 21αw4)
)]
= 0 ,
























übergeht. Zur Bestimmung der Auslenkung in der Plattenmitte ist die Gleichung


























1 + 14αw2 + 21αw4
)
a1 =
112 (3αw − 1) h2










1 + 14αw2 + 21αw4
)
gegeben [36, 38].
Mit Hilfe der Energiemethode [31] bzw. der Methode der virtuellen Verschiebung [29]
(Verfahren nach Ritz) erhält man dasselbe Ergebnis. Die Variation des elastischen
Gesamtpotentials Π mit der Bedingung δΠ = 0 führt mit einem Näherungsansatz
ebenfalls zu einer Näherungslösung. Das elastische Gesamtpotential ist durch den






















r dϕ dr =
π
6
pR2w0(3αw − 1) (5.55)
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und den Anteil Πi der inneren Kräfte
Πi(w) = WB +WM +WD (5.56)
zu
Π(w) = Πa(w)− Πi(w) (5.57)
gegeben. Das Potential der inneren Kräfte setzt sich aus den Formänderungsenergi-
en der Plattenmomente WB, der Membrankräfte WM und der elastischen Einspan-
nungWD zusammen. Die FormänderungsenergieWD ist nach Einsetzen des Ansatzes


































Dabei wurde für die Drehfedersteiﬁgkeit cD die Gleichung
cD = −K
R
(1− αw)(1 + ν) + 4
1− αw (5.60)
aus (5.9) verwendet.
Die Formänderungsenergie der PlatteWpl = WB+WM lässt sich aus den Spannungen





















σrr · εrr + σϕ · εϕϕ
)
r dϕ dr dz
(5.61)
bestimmen [29]. Bei der Integration über die Plattenhöhe verschwinden die unge-
raden Anteile bezüglich der z-Richtung und das Volumenintegral reduziert sich auf
































































r dϕ dr (5.64)
=
4 π
3
K
R2
1 + ν
56
w0
4
h2
[
8−56αw
(
1−αw+3αw2
)
+(7−ν)
(
1+14αw
2+21αw
4
)]
(5.65)
